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Dai diversi geometri che si sono occupati sin qui di rappresentare 
superficie algebriche sopra un piano, già molli esempi sono stati trat- 
tati ne’ quali la superficie proposta è dotata di una curva doppia o 
nodale. Quanto alle suficrficie che posseggono nna curva di regresso o 
cuspidale, è bensì stata additata la via (*) per la quale si potrebbero 
esse dedurre dalla teoria delle trasformazioni razionali dello spazio a 
tre dimensioni, ma in realtà, per quanto io sappia, nessuna di tali 
superficie è stata sinora studiata in modo da esibirne la eft'ettiva rap- 
presentazione. Perciò, non sarà forse inutile che qui si eseguisca tale 
studio per un pajo di casi, che sono a un tempo semplici ed istruttivi. 


1 . 


Assumo una superficie di 2° grado, la cui equazione scriverò nella 
forma seguente: 

(1) F' = y' w' — x'z'=0. 

Nel piano y’ ■= 0 , che tocca F' nel punto x' y' = z' = 0, consi- 
dero le tre rette 

(2) y =x' =0, y =z = 0, y =.V! =0 


(*) Nachrichten di Gottinga, 1871, n.’ 


118 . 


le prime due delle quali appartengono . anche alla superficie ; e consi- 
dero inoltre la cubica gobba definita dalle equazioni : 

(3) 3x' : y’ : z : 3w‘ = 4À‘ : — 4 ■. 4À : — 

( À parametro variabile ), che è osculata dal piano y' = 0 e toccata 
dalla retta y =z' =0 nel punto x' = y' — z' = 0 , eà è oscula- 
te dal piano ir' = 0 e toccata dalla rette x' =w' =0 nel punto 
x' =z‘ = tc' = 0. 

Per questa cubica gobba o per le tre rette (2) prcaccciinate si 
può far passare un sistema omaloidico di su]>erficie di 3” ordine, l’equa- 
zione generale delle quali sarà 

(4) Ay'{z’'-h3x'y)-i- Bij ( 4 y »<■' — r' z' ) 

-f- Cy {3 x'‘ -4- 4x'«>' ) -+- Dii' {4 y' ir' — x' z')=.0 . 

Considero ora un secondo spazio, nel quale le coordinate correnti siano 
X y z w, e faccio corrispondere i piani di questo spazio alle su]x;rficie 

(4) , mediante le formolo : 

x = 27y'(z'* -t- 3x‘y'), 

(5) y= 9y'(4ijw'—x'z'), 
z= 9y (3x'‘ -i- 4z' ir' ), 
tc = 16 if'( 4y' w' — z-' z'), 

il che equivale ad operare sullo spazio (x‘ y' z' u>' ) una trasformazione 
di 3° grado. 

Rappresento sopra un piano II una qualunque delle superficie ip, 
contenute nell’ equazione (4). Fissati in IT i sei punti fondamentab 
1, 2, 3, 4, 5, 6, si potranno assumere le rette 12 , 34 , 56 come iraa- 
gini delle rette y = z' = 0 , y = x' 0 , y' w' ■= 0 •, e la co- 
nica passante per 4, 5,6 c toccata dalla 12 nel punto di concorso 
delle 12, 34 come imagine della cubica gobba (3). Allora la cubica 
gobbo intersezione ulteriore di p con un’ altra qualsivoglia delle su- 
perficie (4) sarà rappresentata da una curva di 4° ordine 1*2^3'456-, 
dunque alle rette dello spazio {xyzw) corrispondono cubiche gobbe 
iif', che segano in cinque punti la cubica fiasa (3), in due la retta 
y' = tc' = 0, in uno solo la y’ z= x' 0, in nessuno la y =z' ■= 0. 

Da ciò segue che ai piani dello spazio ( x' y z' w’ ) corrisponde- 
ranno superficie ip di 3° ordine, la cui Jacobiana sarà composta di 
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tre luoghi, ordinatameute dell’ordine 5, 2, 1, corrispondenti alla cu- 
bica gobba (3), alla retta ì/' = ic =0 ed alla retta y z=x'=0\ 
e che alla y' =:z' ^0 corrisponderà di nuovo una retta nello spa^ 
zio { x yzw ). 

Nel piano FI, le curve di 4" ortline V 2^ 3* 4 56 formano una 
rete, la Jacobiana della quale è costituita dalle coniche 12356, 
1236 4, 12345 o dallo rette 23, 31, 12: imagini dello sei rette 
che, insieme colle lineo fondamentali (2) e (3) contate tni volte, com- 
pongono l’ intersezione di >p eolia Jacobiana delle superficie (4). La 
conica 12356 rappresenta una corda della cubica gobba (3), segata 
dalla retta y =0] il luogo di tutte le corde analoghe è l’ iper- 
boloide 

(6) 4if w' — z'z' = 0 , 

la cui intersezione con una qualunque delle superficie (4) risulta dalla 
cubica gobba (3), dalle due rette y' = x' = 0 , y — z' -=0 e da 
una dello predetto corde. 

Le coniche 1236 4, 12345 e le retto 31, 23 rappresentano 
corde della cubica gobba (3) segate da y =: ut' —0', il luogo di 
tutte le corde coslfatte è la superficie di 4° gnido 

(7) J' =3 {4 y' w' — x' z' y — (sì* -i- 3x' y' ){3x‘‘ 4z' w' )=0, 

per la quale la curva (3) è doppia, e la quale sega ciascuna superfi- 
cie (4) lungo essa curva (3), lo duo rette y =iz' s=zO , y =w' =0 
e quattro delle corde menzionate. 

La Jacobiana delle (4) è l' insieme delle superficie (G), (7) e del 
piano y' =0 contato due volte, e l' intersezione completa di essa Ja- 
cobiana con una qualsivoglia delle supcificie (4) è costituita dalla cu- 
bica gobba (3) 0 dalle rette i/ —x‘=0, y = 0 contate tre 

volte, dalla retta y = z' =z.O contata quattro volte, e da altre cinque 
rette non fisso. 

Dal modo di composiziono di questa Jacobiana si cava tosto che 
gli enti fondamentali nello spazio (ryzic) saninno: due rette situate 
in uno stesso piano e corrispondenti, 1’ una all’ iperboloide (G), 1’ altra 
alla retta y =z' =0-, una curva gobba razionalo di 4“ ordine, coi^ 
rispondente alla superficie (7); ed un punto, corrispondente al piano 
y' —0. Infatti le equazioni risolute rispetto ad x',y',z',w', dànno 
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x' = 12y(4z‘ — 3xw), 
y' = 16y{xz — 9f), 
z'=12{x*w—12fz), 
w' — 9w(xz — 2y*), 

vale a dire, ai piani dello epazio (x'y'z'w') corrispondono le super- 
fìcie del sistema omaloidico 

(9) 12Aij{4z ‘ — 3 X w ) -t- 16 Bi/{xz — 9y*) 

-t- 12 C (xV — 12y* z) 9 Dw{xz — 9y’) = 0 , 

le quali hanno in comune le rette 

(10) tj = x = 0, y=w = 0 
e la curva gobba di 4’ ordine 

(11) 4z’ — 3xw = 0, xz — 9y^ = 0, 
ossia 

( 11 )' X :y:z:w = 3À." :A,’ :3À' : 4 , 

che ha una cuspide x = y ■= z = 0, colla tangente x = y = 0 e col 
piano osculatore x = 0\ le = fc il piano stazionario ed yz=zz=w= 0 
il punto di contatto. 

11 punto X = y = z := 0 fc doppio per tutte le superficie (9) ; 
esso è il punto fondamentale dello spazio (xyzw) che corrisponde al 
piano y' = 0. 

La retta y = w = 0 corrisi)onde all' iperboloide (6) ; infatti al 
punto y=w = 0, z = 2^ x corrisponde la retta 

x' — 3 Zy' = 0 , 4tc' — 3A,z' = 0 , 

che è una generatrice della superficie (6). 

Analogamente, al punto (11)' corrispondo la retta 

4À‘ ic — 3Xx' — 3z' = 0 , 

/l* x' Az' — 3y' = 0, 

ossia, alla curva (11) corrisponde il luogo (7). 

La retta y = x = 0 corrispondo alla y' = z' — 0. 

Kapprcscnto sopra un piano FI una dello superficie tp del si- 
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stema (9) ; al quale uopo, assumo una conica nome imagine del punto 
doppio x = tj = z = 0, ed in essa i sei punti fondamentali 1,2,3, 
4, 5, 6, il primo de’ quali rappresenti la retta x = y = 0, mentre la 
congpungente 12 corrisponda alla y w = 0. Imagine della curva (11) 
sarà una conica osculante in 1 e segante in 3 la conica 1234 56. 
Allora le imagini delle ulteriori intersezioni della collo altro su- 
perficie del sistema (9) saranno le coniche 456', vale a dire, alle 
rette dello spazio ( t' y' z w' ) corrispondono cubiche gobbe che passano 
pel punto fisso x ■= y =: z — 0 , ed incontrano altrove in quattro 
punti la curva (11), in duo la rotta y=tp — 0, in nessuno la y — x — 0. 

La Jacobiana del sistema (9) sega ip secondo 1(^^ curva (11), 
la retta y = w = 0 da contala! tre volte, la retta y x — 0 da 
contarsi quattro volte, ed altre cinque retto, le cui imagini in FI sono 
i punti 2, 5 e le rette 45, 46, 56. Il punto 2 rappresenta una retta 
passante per x = y = z = 0 ed incontrata dalla y = ic = 0\ il luogo 
di tutte le rette analoghe 6 il piano 

(12) y = 0. 

E punto 3 è r imagine di una retta che passa per x = y =z = U 
ed incontra la curva (11) in un altro punto; luogo di tutte le rette 
analoghe è il cono 

(13) xz — 9y* = 0 

che projctta la curva (11) dalla cuspide. 

Finalmente, i tre lati del triangolo 456 rappresentano tre corde 
della curva (11) appoggiate alla retta y = w=0', ed il luogo di 
tutte le corde cosllatto ò la superficie di 5“ grado 

(14) 12w{xz — 9y*Y — 4z(x z — 9y*){4z* — 3xw) 

-i- X {4 z’ — 3 xw)‘ = 0 

per la quale le linee (10) ed (11) sono entrambe doppie. 

Dunque i luoghi (12), (l3) e (14) costituiscono, presi insieme, 
la .Jacobiana delle superficie (9). Il luogo (12) corrisponde alla retta 
y' =: x' = 0; infatti si corrisi>ondono fra loro il punto y' —x' = 0 , 
z' — A w' = 0 0 la retta 

y = 0, 4x — 9Az — 0. 
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n luogo (13) corrispondo alla rotta y' = te =0-, giacché la retta 
x-t-9Ay = 0, y -i- Àz = 0 

è la corrispondente del punto y' = w'=0, z' = Ar'. 

Al punto rappresentato dalle (3) corris|>onde la retta 

4À"y — te = 0, À’ X -i- 3 À y -i- z = 0, (*) 

cioè alla cubica gobba (3) corrisponde la superficie (14). 

Alla data superficie F' corrisponderà nello spazio (xyztr) un 
luogo F di b" ordine, jierchè la cubica gobba che corrisponde ad una 
retta arbitraria di detto spazio incontra la retta y'—x'=0, eppcrè 
sega F' in altri cinque punti, non situati nelle linee fondamentali (2) e (3). 

La superficie F' è tangente a tutte le generatrici del luogo (7), 
come si nconosce dall’ identità 

y' J' = 4 F' { 12 y' w' — z' “ 3 x' y' z' ) — x {2z'’ — 3x' y')*\ 

dunque la curra (11) è cuspidale per la superficie F. 

Ad una retta r che incontri la y = x = 0 corrisponde una cu- 
bica gobba 8i>ezzantesi nella retta y' = z' =0 ed in una conica che 
incontra i/' =z' =0 in un |mnto ed F' in tre altri punti. Dunque r 
incontra F in tre punti fuori di y = x = 0, ossia questa retta è dop- 
pia per F. 

Invece la retta y = te = 0 è semplice per F, perchè le genera- 
trici dell’ iperboloide (6), dopo aver incontrato la retta y = x' = 0 , 
segano F' in un solo nuovo punto. 

Del resto, per ottenere l' equazione di F, basta fare le sostitu- 
zioni (3) nella ( 1 ) ; si ha cosi : 

(15) F =x{4z* — 3xìcY — 4z(4z* — 3xte){xz — 9y*) 
-h3ie(xz—9i/y. 

Di qui si scorge che la superficie F è della 3* classe, vale a dire, 
essa è la reciproca di una superficie di 3° ordine, dotata di un punto 
uniplanarc (**). 


(■) Al cono di 2“ (irado inviluppato dal piano i' x -t- 3 Xy -t-z = 0 corri- 
sponde neilo spazio (x' j/z‘uf) la sviluppabile formata dalle tangenti della cu- 
bica gobba (3). 

(••) Vedi Caylby, On cubie surfaces ( Pliil. Trana, 1809), section XV, p. 311 
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Ora, per rappresentare J*’ sn di un piano, basta effettuare la 
rappresentazione di F'. Questa si ottiene mediante le formole 

(16) r' -.y' :z' •• w' = ay : aff : : y* 

che soddisfanno la (1). Le (5), in virtù delle (16), divengono 

y^aHy, 

^ ' z = y(a* -h ^y), 

w = f, 

e per tal modo F è rappresentata sul piano (a^y). Le imagini delle 
sezioni piano di F sono cubiche 

(18) A^{4a* ->r ^y')-^Ba&y -i- Cy{a* 0y) I)y‘ = 0 , 

che passano per due punti fissi ^ ■= y = 0 , a = y = 0 , nel secondo 
de’ quali si osculano. Alle cinque intersezioni di F con una retta arbi- 
traria corrispondono cinque punti di una conica appartenente alla rete 

(19) Ba^-^C{a‘ -^0y)-^-Dy‘ = O. 

Queste coniche sono lo imagini delle sezioni piane passanti pel punto 
y = z=.w=0\ donde segue che questo punto è rappresentato dalla 
retta y = 0. 

Il sistema (18) è determinato dalla rete (19) e dalla conica 

4a’-^-^y=-0, 

che è l’ imagine di una curva di 3” ordine, dotata di cuspide, situata 
nel piano x — 0. 

La Jacobiana della rete (19) è costituita dalla retta y=0 e 
dalla conica 

3a‘ — 0y = O 

che è r imagine della curva cuspidale (11). 

Ogniqualvolta una conica della rete (1 9) si spezza in due rette, 
una di queste ( imagine di una conica) pas-sa pel punto fi.sso a = y = 0; 
l'altra (imagine di una curva piana di 3" ordine) tocca la conica fissa 

a* -t- = 0 , 
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imagine di una curva gobba di 4° ordine, comune ad F ed al cono cubico 
4 — 27y*ti> = 0 , 

che projetta la curva cuspidale dal punto y=z = ic=.0. Questo 
cono è l’inviluppo dei piani y-t-Àz — À^ìc = 0 che segano F se- 
condo linee spezznntisi in una conica cd una cubica. 

Ln retta /? = 0 ruppresonte la retta doppia y = z = 0 cd è 
incontrata dalle cubiche (18) in coppie di punti conjiigati di un'invo- 
luzione quadratica, i cui elementi doppi sono i punti ^ = a = 0 , 
^ = y = 0: duo punti conjugati rappresentano uno stesso punto della 
retta doppia. Questa ha due punti cuspidali r = y = z = 0 , 
x = y=w = 0 , corrispondenti ai punti doppi dell’involuzione suddetta. 

La superfìcie F possiede due rette semplici : 1’ una = y = 0 
è rappresentata dal punto ^ = y = (l; 1' altra w = z=0 dal punto 
di y = 0 che è infinitamente vicino ad a = y = 0 . 

2 . 

Se una superficie di 3° ordine FJ ha due punti doppi (conici) 
p',q, vi è un piano che tocca la superficie lungo la rotta p q . Ne 
segue che 1' equazione di FJ può scriversi cosi 

XS-i-Y‘Z=0, 

ove X, Y, Z sono lineari cd S è quadratica nelle coordinate. AH’cqua- 
zìone precedente può anche darsi la Torma 

X(S-+-/U’*)-(- Y‘(,Z—kX) = 0, 

che ha la seguente interpretazione geometrica. Il piano X—0, che 
tocca la superficie lungo p' ^ , sega F^ lungo una seconda retta, asse 
di un fascio Z — XX=0 di piani di coniche, che sono curve di 
contatto fra F^' e le superficie quùdriehe S’-t-.d Y’ = 0. Queste su- 
perficie si toccano lungo una conica, comune ad F, ed al piano 1'=: 0, 
cosi che fra esse vi ò un cono ; cioè A, ammette un valore pel quale 
S-i- A Y* = 0 rappresenta un cono. 

Pel vertice o di questo cono circoscritto ad F^' conduco i piani 
r =0 , y' = 0 , z' = 0) dove suppongo che z' =0 sia il piano 
o' p' q' \ ed x'=0, y =z0 tocchino il cono lungo le generatrici con- 
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tenute nel piano z' = 0. Siano poi : w' —0 il piano della conica di 
contatto fra ed il cono predetto ; z' =0 il piano tangente 
ad lungo jj'j’ ; ed 

«' = e a-' fy' -i- g z' -t- h tr' = 0 

il piano della conica di semplice intersezione fra i'’,' ed il cono. Al- 
lora r equazione della supertìcio di 3° ordine wirà 

Fj ^(z' -t- «<?' ) («'* — 2r'y' ) — u' le'* = 0 . 

Per ra])presentare su di un piano questa superficie, basta projet- 
tame i punti da uno de’ punti doppi ; allora le imagini delle sezioni 
piane sono cubiche che toccano in un punto fisso e segano in altri 
quattro punti fissi una conica determinata dal cono die oscula la su- 
perficie nel punto doppio, scelto come centro di projezione. I quattro 
punti di semplice intersezione sono dati da un' equazione ( ad un’ in- 
cognita) di 4" grado; risoluta la quale si può, per due di essi punti 
e pel punto di contatto, far passare una reto di coniche. Facendo poi 
corrispondere queste coniche alle rette di un altro piano rappresenta- 
tivo, si vcrril ad eseguire una tra.sformazione di 2“ grado sul sistema 
delle cubiche che rappresentano le sezioni di F^'. Le imagini di que- 
ste sezioni divengono per tal modo, nel nuovo ]iiano rappresentativo, 
cubiche che s’ intersecano in sei punti fissi distinti 0, 1,2,3, 4 , 5, 
de’ quali però 012 , 034 sono distribuiti su due rette, imagini dei 
punti doppi p' , q . La retta p'q è rappresentata dal punto 0\ lo altre 
quattro rette di F^ che escono da p' hanno per imagini i punti 1, 2 
e le rotte 35, 45 -, le quattro rette analoghe, uscenti da q', sono rap- 
presentate dai punti 3, 4 e dalle rette 15, 25; la retta 05 è l’ ima- 
gine della retta u' ^ z' -t- to' = 0 ; e le altre sei rette della superficie 
corrispondono al punto 5, alla conica 12345 ed alle rette 13, 14, 
23, 24. 

Una retta Spassante per 5 ed una conica (7 descritta per 1234 
sono le imagini rispettive delle coniche 

w' = «'* — 2yy = 0 , «' = z'* — 3xy — 0 . 

Imagino ora F„' segata dal sistema omaloidico delle superficie (p 
di 2" grado, che jiassano pel punto o' e per la conica u'=z '* — 2x'y'= 0. 
Cioscima di queste superficie determinerà su F^' una curva gobba 
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di 4* ordine (e 1* specie), la cui iroagine sarà una curva di 4° 
ordine, 0*1 23 4 5‘. Siccome il sistema delle comprende il cono 
— 2x'y'=0 cd inoltre una rete di quàdriche, ciascuna compo- 
sta del piano fisso u =0 c di un piano [lor o', cosi il àstema delle 
curve di 4” ordino 0*123 43’ sari determinato dalla curva com- 
posta delle quattro rette Ul2 . 034 . 1{ . R , e da una rete di cubiche 
0123 45 , da associarsi alla retta fìssa 05 . 

Il sistema omaloidico delle ^ può servire di base ad una trasfor- 
mazione di 2° grado, le formole della quale sarebbero 

*’ •. y' : z : u = xu •. yu : zu : z* — 2xy , 
ovvero viceversa 

X : y : z : u=^ r'u' : y' u' : z'u' : z'* — 2x'y' . 

In virtù di questa trasformazione, dalla superficie data si ottiene 
la seguente 

F= (^z* — 2 xy)* — m( 2 * — 2xy) (2l -t- Ah) u*[t* -+- A« (< — hz) j = 0, 
dove per brevità si è posto 

t = ex -i- fy ■+■ gz. 

La superficie F è di 4“ ordine, e per essa la conica 
tt = 0, z* — 2xy = 0 

è cuspidale: infatti a questa conica, che è fondamentale nello spazio 
(xyzw), corrisponde il cono 

z‘* — 2x‘ y' = 0 

circoscritto ad F^'. 

Siccome le superficie F ^ , F^' si corrispondono punto per punto, 
così la rappresentazione piana ottenuta per F^' serve ad un tempo 
per F^ . Imagini delle sezioni pinne di questa superficie sono le curve 
di 4“ ordine 0*12345* di quel sistema che sopra ho determinato. 

La retta 05 rappresenta il punto x = y = z = 0 di F^, corri- 
spondente alla retta che F^' possiede nel piano n =0. Le rette 012 , 
034 rappresentano due punti particolari p, q della conica cuspidale, 
che corrispondono ai due punti dojipi p', q' di F^'. Alle otto rette di 
F^' che concorrono a quattro a quattro ne’ punti doppi p', q' corri- 
spondono altrettante rette di F ^ , che concorrono del pari nei punti 
p, q. Le rette di F^ lianno dunque per imagini i punti 1, 2, 3, 4 e 
le rette 51 , 52 , 53 , 54 . 
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Eccettuati i punti q, imagine della conica cuspidale di è 
la retta H. 

Le coniche di corrispondono: 1” alle rette di che non 
incontrano la conica fondamentale u = — 2r'y':z=0\ 2“ alle co- 

niche di che incontrano in due punti la conica fondamentale, cioè 
alle coniche che non incontrano la retta situata nel piano u' = 0. Di 
queste coniche ri sono sette serie, poste nei piani che passano per le 
sette rette incontrate dalla m' = ip' = 0 , cioè per le sette rette 
le cui imagini sono 

le rette 13, 24 

, 14, 23 

il punte 5, la conica 12345 
il punto 0. 

Le sette serie di coniche di F hanno dunque per imagini 

le coniche 0524, le coniche 0513, 

, 0523, . 0514, 

le cubiche 01234 5* , le rette 0, 

le rette 5 . 

Le prime sei serie sono conjugate a due a due: due serie conjugate 
corris|)ondendo a due fasci di piani i cui assi in F,' giacciono in uno 
stesso piano con u' = z' w —0 . Due coniche di F^ , appartenenti 
a due serie conjugate, giacciono in uno stesso piano , che tocca un 
cono quàdrico fìsso. Per tal modo le coniche delle prime sei serie 
giacciono nei piani tangenti di tre coni quàdrici, i quali fann o parte 
del sistema di superficie quèdrichc 

(J — 2À){z* — 2xy — fu)-(-Au(«-+-A*«) = 0 
avente per inviluppo la F^ . 

Quanto alla settima serie, le coniche che ne fanno parte giacciono 
tutte, a due a due, in piani passanti per la retta pq. Due coniche 
poste in uno stesso piano hanno per imagini due rette per 5, conjugate 
armoniche con due rette fìsse, una delle quali è R, mentre l'altra è 
imagine della conica di contatto fra F^ ed il piano u -i- 4z = 0 (*). 


(*) Per la teoria generale delle trasformazioni razionali nello spazio, veggaai 
la mia Memoria nel Tomo V degli Annali di Matematica (pag. 131). 
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